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Zusammenfassung

Wir schlagen eine allgemeine und analytische Methode zur Beschreibung der Grenzen des planaren Arbeitsbereichs vor, d. H. Der Grenze des Teils des Planraums,
der durch das Ende eines Menschen- oder Roboterarms erreicht wird. . Das vorgeschlagene Verfahren ist in drei unabhédngige Schritte unterteilt, von denen keiner die
Berechnung von Ableitungen, Determinanten oder Eigenwerten oder die Verwendung von Methoden zur numerischen Losung nichtlinearer Probleme erfordert, die
alle in der Literatur haufig verwendet werden. Der erste Schritt, der bereits in frilheren Arbeiten vorgestellt wurde, besteht darin, die notwendige Degeneration der
Jacobi-Matrix der Positionsfunktion am Rand des Arbeitsbereichs geometrisch zu interpretieren und eine Bedingung fiir die Ausrichtung bestimmter Gelenke zu
bestimmen ein Treffen von Kreisbogen, die den Rand enthalten. Dann ermdglicht es die Untersuchung der infinitesimalen Variation eines Punktes in Bezug auf
diesen Kreis fiir jeden der Bogen eines Kreises, alle oder einen Teil der Bogen eines zuvor definierten Kreises zu eliminieren, der sich nicht an der Grenze befindet.
SchlieBlich ermdglicht ein globaler Verlauf des Zusammentreffens der Kreisbogen die Bestimmung der AuBengrenze sowie der Innengrenze des moglichen Lochs
des Arbeitsbereichs, der den Ursprung enthalt.

Schliisselworter: Robotik; Arbeitsbereich; Grenze; Arme; Artikulation; Biomechanik

1. Darstellung des Problems

In der Robotik wie in der Biomechanik ist die Kenntnis des Arbeitsraums, eines Raumbereichs, den beispielsweise das Ende eines menschlichen Gliedes oder der
Arm eines Roboters erreichen kann, von grundlegender Bedeutung. Der Rand dieses Arbeitsbereichs muss korrekt definiert sein. Die betrachteten Gelenke sind
Schwenkglieder, die durch ein Intervall definiert sind, zu dem der Winkel zwischen den beiden Segmenten um das Glied gehort. Im Flugzeugfall ist diese
Anmerkung die Fortsetzung der Arbeiten [2,3], bei denen wir eine lokale Bedingung vorgeschlagen haben, die notwendig, aber nicht ausreichend ist, damit sich ein
Punkt im Arbeitsbereich an seiner Grenze befindet. Diese Bedingung beruhte auf einer einfachen geometrischen Eigenschaft und erméglichte es, in analytischer
Form eine Reihe von Kreisbdgen zu erhalten. ohne die iiblichen Berechnungen von Determinanten in der Symbolik, die die Grenze enthalten. Dies ist Schritt 0 der
Methode (siche Abschnitt 2).

In Anbetracht der Einfachheit und Robustheit der vorgeschlagenen Methode méchten wir nun die Teile der bestimmten Kreisbogen entfernen, die sich nicht am
Rand des Arbeitsbereichs befinden. Auch hier schlagen wir eine allgemeine, analytische und vollstindige Methode vor, die ausschlieBlich auf einfachen
Berechnungen von Skalarprodukten basiert und Schritt 1 der Methode darstellt (sieche Abschnitt 3). SchlieBlich schlagen wir eine global notwendige und
ausreichende Bedingung vor, die es ermdglicht, die Grenze analytisch in Form von Treffen von Kreisbogen anzugeben (Abschnitt 4). Wir werden einige mogliche
Anwendungen geben (Abschnitt 5). AnschlieBend machen wir einige Anmerkungen zur IT-Implementierung (Abschnitt 6), bevor wir ein Beispiel (Abschnitt 7) und
die wenigen Einschrankungen der vorgeschlagenen Methode (Abschnitt 8) geben.

Wie in [2,3] betrachten wir (O, 7, 3) eine direkte orthonormale Referenz, p eine ganze Zahl groBer oder gleich eins, (;), <i<p P streng positive Zahlen und

(67),<icp und (67 ), ;. 2p Winkel mit

vie{l,...,p}, —-w<0; <6 <m. (1)

Wir definieren den Arbeitsbereich als Punktmenge A4, Uberpriifung

4,/:>
Ay = 0, <J70A1) =6y, (23.)
==,
Vi€ {2,...,p}, (Ai_zAi—hAi—lAz) =6;, Vie{l,...,p}, Aiadi=1l, (2b)
und Einschriankungen
vie{l...p}, 6iclo,0]. (20)

(siehe Abbildung 1).
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Abbildung 1. Das betrachtete Planungssystem.

Wir betrachten die Funktion &, von
P
F=]];.6;1, (3)
i=1

in Richtung R?, definiert durch
V01 8,) EF, B,(01,...,60,) = A (4)

Viele Arbeiten beziehen sich natiirlich auf die Bestimmung der Grenzen des Arbeitsbereichs. Fiir Schritt 0 die Funktion Jacobian ®,ist notwendigerweise von
Rang weniger als eins, wenn der Punkt an der Grenze liegt. Systematisch wird dieser Schritt symbolisch geldst, indem alle moglichen extrahierten Determinanten
geloscht werden [5,6,7,8,9,10]. Fir Schritt 1 verweisen wir zum Beispiel auf die zahlreichen Werke von Abdel-Malek [7,11,8]. Die vorgestellten Berechnungen
gelten in einem allgemeineren Rahmen als bei uns (2 oder 3D, sphérische Verbindungen oder Gleitzapfen). Der verwendete natiirliche Zustand basiert auf einer
Entwicklung, die lokal auf Ordnung 2 um einen Punkt begrenzt ist, an dem der Jacobi entartet ist. Dort wird die mit dem Hessischen verbundene quadratische Form
untersucht. Dann ist die ausreichende Bedingung, nicht im Arbeitsbereich zu sein, wird in der symbolischen Berechnung programmiert (zum Beispiel mit
Mathematica ®) und die Berechnung von Rang und Matrixspektrum wird verwendet. Dies sind die Vorzeichen der Eigenwerte, die es ermoglichen, die
verschiedenen Fille zu unterscheiden.

Diese Berechnungen sind theoretisch recht einfach, konnen aber nicht nur lang, sondern auch starke numerische Instabilititen aufweisen. Im Gegenteil, wir
versuchen in diesem Hinweis, die besondere Struktur unseres Planproblems zu verwenden. Wir nutzen insbesondere die Tatsache, dass wir uns lokal entlang eines
Kreises bewegen. Es wird keine Berechnung der Ableitung oder des Spektrums von Matrizen durchgefiihrt.

Weitere zahlreiche Studien befassen sich mit der Losung dieses Problems fiir Manipulatoren in Reihe oder parallel [12-24]. Keiner schldgt jedoch eine allgemeine
Methode vor, und diese Arbeiten beziehen sich auf bestimmte Falle (geringe Anzahl von Freiheitsgraden) oder werden mit numerischen Néherungen oder dank
zufélliger Simulationen erstellt.

Nach unserem Kenntnisstand schldgt nur eine neuere und sehr interessante Arbeit eine allgemeine Auflosungsmethode vor, um die Grenzen des Arbeitsbereichs in
einem sehr allgemeinen Rahmen zu bestimmen (siehe [25] und [26, Kapitel 4 (Bestimmung des Arbeitsbereichs)]). Es handelt sich jedoch um eine numerische
Auflosungsmethode, die auf der in [27] vorgeschlagenen Methode basiert.

2. Stufe 0: lokaler Zustand notwendig, aber nicht ausreichend, um zur Grenze zu gehoren
(Erinnerungen).

Die Grenze S = 8D = D \ D wird traditionell in die Form der folgenden Partition zerlegt S = Sy U Sy U Sy € R2. Fiir Spalle Winkel 6; frei sind (d. h. in
16;, O;r D). Fiir Sugibt es mindestens zwei freie Komponenten unter den p Winkel (die anderen sind 6°). Fiir Smgibt es nur eine freie Komponente. Wir haben in [2,3]
gezeigt, dass die Gelenke Konfigurationen von entsprechen St und von St entsprechend freien Komponenten sind zwangslaufig ausgerichtet, was es moglich
machte, den vollstdndigen Algorithmus zur Bestimmung der Punkte zu schreiben und zu programmieren, der diese einfache geometrische Bedingung verifiziert. St

ist eindeutig eine endliche Begegnung von Bégen. Wir haben das also gezeigt S ist in einer Vereinigung von Bogen eines Kreises enthalten, der durch definiert ist

U e (}I @z"), (5)

1<m<M

wo [] bezeichnet das kartesische Produkt und jeden Satz ©}'wird analytisch bestimmt. Es ist entweder ein Singleton oder ein Intervall (offen oder geschlossen). Fiir
jedes m nur eine der Mengen®©7* wird nicht auf einen Singleton reduziert.

Anmerkung 1. Es ist moglich, dass eine oder mehrere der Parteien S1, St wo Su ist leer, was den Algorithmus von Schritt 0 nicht ungiiltig macht und fiir alle Werte
von giiltig ist Oii.

3. Schritt 1: ausreichende lokale Bedingung, aber nicht erforderlich, damit Teile von Kreisbogen nicht
an der Grenze liegen.

Sobald wir die moglichen Kreise bestimmt haben, zu denen ein Punkt unbedingt gehéren muss, um an der Grenze zu sein, betrachten wir, wie es in der Literatur
klassisch gemacht wird, den lokalen Beitrag der infinitesimalen Variationen der Winkel, die diesen Punkt definieren. Wenn sich dieser Punkt auf beiden Seiten des
Kreises entwickeln kann, schlieen wir, dass er sich nicht an der Grenze befindet.

Im Gegenteil, wenn es lokal auf derselben Seite des Kreises bleibt, behalten wir den Punkt oder alle diese Punkte (dh einen Teil des untersuchten Kreisbogens) bei
Informationen tiber die Seite, auf der es sich befindet. Diese Unterscheidung erfolgt normalerweise durch Studium der Symbolik und Bestimmung des Spektrums
und des Ranges einer Matrix. Im Gegenteil, in dieser Anmerkung kann man im einfachen Fall die Seiten bestimmen, an denen sich der lokal untersuchte Punkt mit
einfachen Berechnungen von Skalarprodukten entwickelt.

Untersuchen wir nun einen der durch (5) definierten Kreise, der einer festen und notierten ganzen Zahl m entspricht Cp,. Fiirs € {1,...,p}, O ist ein Intervall,
das nicht auf einen Singleton reduziert ist. Die anderen Intervalle sind ein Singleton. Der Winkel 6; variiert daher in der Zwischenzeit ©]". Das Studium der
infinitesimalen Variation von 6; bringt hier nichts, da wir wissen, dass der Punkt A, bewegt sich entlang des Bogens C,,,. Wir konnen jedoch davon ausgehen, dass
jeder der Winkel6, fiir j # ikann um seinen Wert unendlich variieren. Fiirj # siiberlegen ¢; definiert durch

1, 0; = 9;,
e={-1  o=0, ()
0, 0;¢€l6,00]
Wir definieren h = *(hy, ..., h,) € RP mit
hi = 0. 1)

Uberlegen Sie © = (61, ...,6,) € RP. Die PunkteAy, fiir 1 < k < p sind abhéingig von ©, jetzt behoben und A,(© + h) bezeichnet ®,(© + h). Betrachten Sie die
Anwendung p :: RP™1 5 R, A = (ha,...,hi 1,0, his1, ..., hy) — p(ﬁ) definiert durch

p(R) = A1 A2(© + B) — A142 @®)



Durch Hinzufiigen von Nullkomponenten, die der Komponente entsprechen ¢kénnen wir den Gradienten beriicksichtigen B € M,, 1 (R) und das Hessische
(symmetrisch) C' € M, ,(R) der Funktion p, berechnet in 0 und schreibe die begrenzte Entwicklung von p 2 in der Nihe von bestellen A = 0 in der Form

p(h) :Bh+th0h+o(\|h\|2), (9)
wo A priift (7). Normalerweise (zum Beispiel in [7]) werden diese Elemente in symbolischer Form (formal) (siche unten) explizit berechnet.

Lemma 3.1 (Ausdruck von B und diagonale Terme von C) Wir stellen fest o Vektorwinkeldrehung /2 von R2. Lass uns posieren rj = Aj 14y, fiir
G € (Lo} \ {a). Wir haben fiirj € {1,....,p} \ {i} =

— s [
B; =24; 1A,.0| Aj14,), (10a)
_—
Cjj =1 = Aia 4y Aj 1 Ay (10b)
Lemma 3.2 Wir haben dannz j € {1,...,p} \ {i} :-
o Wennj <i-1ist, gibt es oo # 0 und 3 nur abhdngig von (gk)ke{j+1,,u,i71,i+1,A.A,p} mit
— s\ —— )
U(Aj—lAp) . ApAi—l = asm(Oi -+ 13)7 VOI (]_]_)
o Wennj>i+1ist, gibt es a nur abhdngig von (ek)ke{H»l,u.,p} mit
—\ ———
o A];lAp 'ApAi—l =a, V6. (12)

— s\ — —
Hinweis 2. Die Nummer o (Aj_lAp) . ApA;_y hat das gleiche Vorzeichen wie die Komponente der Verschiebung des Punktes A,(© + h) in Richtung A,A; 1 wenn

der Winkel hj erfihrt eine positive infinitesimale Variation und dass alle anderen Komponenten von h Null sind.
Wir werden die Teile von Kreisbogen entfernen, die Punkten entsprechen, die die folgende ausreichende Bedingung erfiillen, um nicht an der Grenze zu sein:
Vac R, 3hK cRP, ((7),@ +h, O+hWeF, 0<|h|<a, O<|k|<a, ph)p(k)< 0). (13)
In diesem Fall in der Tat A,(© + h) entwickelt sich auf beiden Seiten des Bogens Cy,.

¢ Im Gegensatz zur Literatur geben wir uns zundchst damit zufrieden, nur den Fall zu untersuchen, in dem eine einzelne Komponente von & ist ungleich Null,
die anderen sind Null (lokales Diagonalkriterium). Also lasst uns reparieren j € {1,...,p} \ {¢}. Wenn wir es bemerken p;(k) = p(0, ..., 0, &, 0, ...0) mit
K € Rdann wird (9) geschrieben

pj(k) = Bjk + Cjir* + o(fcz), (14)

Beachten Sie das B; = 0 ist dquivalent zu A; 1, A;_1 und A, ausgerichtet. Nach [2,3] ¢; = 0 impliziert daher das B; = 0. Wir gehen in der Biomechanik
oder Robotik verniinftigerweise davon aus, dass die Punkte Ay, kann nicht verwechselt werden, was impliziert, dass wenn B; = Odann Cj; # 0. Wir haben
daher unter Beriicksichtigung von (6):

Wenn Bj # 0 ist, dann &; # 0 und vor Ort, p;(«) ist vom selben Zeichen wie Bje;
(15a)

Wenn Bj = 0, dann Cj; # 0 und vor Ort, p;(k) ist vom selben Zeichen wie Cj;.
(15b)

Beachten Sie, dass fiir diesen Schritt die Kenntnis der Ausrichtung bestimmter Punkte, die in Schritt O (in [2,3]) geometrisch hervorgehoben wurden, von
grundlegender Bedeutung ist.

Bemerkung 3. Nach Bemerkung 2 interessiert man sich im Fall (15a) tatsdchlich fiir die normale infinitesimale Verschiebung eines Punktes, der einen der
Kreisbogen beschreibt, wie auch Bemerkung Abdel-Malek zum Beispiel in [7]. . In dieser Arbeit ist auch eine begrenzte Entwicklung (8) iiber die Berechnung
der normalen Beschleunigung vorhanden. In diesem Fall (15b) reicht dagegen die Untersuchung der normalen Bewegungskomponente allein nicht mehr aus.

Die Nummer Bj hingt davon ab oder nicht inach Lemmas 3.1 und 3.2. Durch Variation vonj in{1,...,p} \ {¢} Wir kénnen daher alle Teile der
Kreisbogen entfernen, fiir die p;(«) dndert das Vorzeichen und behilt daher nur die Teile der Kreisbogen bei, fiir die das Vorzeichen von p;(x) lokal lokal
konstant ist, d.h.

. , B;=0 = ,Cy; >0,
e L1k vie Lo\ (P20 SR80

¢ Wir haben daher nur die diagonalen Terme von Celiminiert alle Teile von Kreisbogen, die eine ausreichende Bedingung erfiillen, was zu (13) fithrt. Anhang A
enthélt eine Diskussion iiber die von nun an anzuwendende Methodik und einen Vergleich mit den iiblichen Methoden, um diesen Text nicht zu belasten.

SchlieBlich eliminieren wir fiir jeden der Bogen von (5) entweder den gesamten untersuchten Bogen, wenn keiner seiner Punkte an der Grenze liegt, oder wir
behalten nur einen Teil (entsprechend eine endliche Begegnung von Kreisbogen). Wenn wir die Wahl treffen (A.2), ist es nicht sicher, ob der erhaltene Teil Punkten
entspricht, die sich lokal auf derselben Seite des Kreises befinden. Im Gegenteil, wenn wir die Wahl treffen (A.7), deren Festlegung ldnger dauert, ist es sicher, dass
dieser Teil Punkten entspricht, die sich lokal auf derselben Seite des Kreises befinden, und wir kennen dann die Seite des Bogens von Kreis (innen oder aufien), in
dem sich der Punkt lokal entwickeltA,. Auch hier konnen wir also den Teil der Kreisbogen behalten, der nur Punkte enthilt, die in der Form (5) sicherlich nicht
darin enthalten sind.

Fir alle hier vorgestellten Beispiele wurde die Wahl (A.2) getroffen. Zur Kontrolle ist es jedoch interessant, dann die Auswahl (A.7) festzulegen, um a posteriori
zu liberpriifen, ob alle Bogen der gehaltenen Kreise garantiert sind. Es wurde dann festgestellt, dass alle Kreisbogen garantiert sind.

Siehe Abbildung 6c, in der die Kreisschritte aus Schritt 1 dargestellt wurden, wobei ein kleiner Balken fiir jeden Bogen die Seite angibt, auf der sich die
Entwicklung entwickelt 4.

4. Schritt 2: Gesamtzustand notwendig und ausreichend, um an der Grenze zu sein.



Es bleibt nun, die durch (5) definierten Teile eines Bogens zu entfernen, die sich nicht an der Grenze befinden, diesmal unter Verwendung eines globalen
Kriteriums. In der Tat vor Ort der Punkt A, kann auf derselben Seite des Kreisbogens bleiben, aber die andere Seite des Randes kann fiir andere Winkelwerte
erreicht werden, die weit von denen entfernt sind, die den Kreisbogen definieren. Abdel-Malek in [7,8] sagt niichtern, dass der Rand des Arbeitsbereichs die
Hiillkurve der zuvor definierten Kurven ist.

Wir beginnen an einem Punkt, von dem wir sicher sind, dass er zur Grenze des Arbeitsbereichs gehort: dem Punkt, der am weitesten vom Ursprung der durch (5)
definierten Kreisbogenmenge entfernt ist. Es ist sicher, dass dieser Punkt zu einem Kreis des Mittelpunktskreises des Ursprungs gehort. Dann drehen wir Kreisbogen
fiir Kreisbogen immer in die gleiche Richtung, indem wir fiir jeden Schnittpunkt von Kreisbdgen den bestimmen, dessen Tangentenrichtung dem Kreisbogen so nahe
wie moglich kommt wir haben gerade festgestellt. Dann behalten wir den Teil dieses Bogens zwischen dem betrachteten Punkt und dem Schnittpunkt mit dem
néchsten Bogen unter den verbleibenden. Der Algorithmus endet, wenn Sie zum Startpunkt zuriickkehren. Dieser Schritt ist theoretisch einfach: Es ist in der Tat
jedes Mal, wenn wir von einem Kreisbogen von der Grenze zum néchsten gehen, um in der Lage zu sein, alle Fille zu behandeln, die auftreten konnen: Mehrere
Kreise konnen Gehen Sie durch den gleichen Punkt, sie konnen tangential oder konzentrisch sein. Da die Berechnungen numerisch durchgefiihrt werden, muss
auflerdem die Maschinengenauigkeit beriicksichtigt werden, um numerisch vorhersagen zu konnen, ob sich die Kreise schneiden, tangential oder konzentrisch sind
(siche Abschnitt 6).

Wenn Teil D verbunden, aber nicht einfach verbunden ist, ist es moglich, dass sein Komplement nicht verbunden ist, dh dass Locher auftreten. Der Teil der
Grenze, den wir gerade in der Form (5) definiert haben, ist die AuBiengrenze, d. H. Die gemeinsame Grenze von D.und die unbegrenzte Komponente seines
Komplements. Um die anderen verbundenen Komponenten der Grenze (die inneren Grenzen) zu bestimmen, liefert unser Algorithmus mit Sicherheit nur die Grenze
des Lochs, das den Ursprung enthdlt, falls vorhanden (siche Abbildung 6d). In diesem Fall wird der dem Ursprung am néchsten liegende Punkt aus den durch (5)
definierten Kreisbogen bestimmt. Wenn das Loch mit dem Ursprung vorhanden ist, ist man sich wieder sicher, dass dieser Punkt zu einem Kreisbogen des
Mittelpunkts des Ursprungs gehort. Dann bestimmen wir nach wie vor Schritt fiir Schritt die Bogen des Kreises und halten an, wenn wir zum ersten Punkt
zurlickkehren. Hier kann es niitzlich sein, die moglichen Seiten des Innenraums in Bezug auf die Bogen eines Kreises zu kennen, um fertige Besprechungen von zu
eliminieren

Wir haben daher den Rand des Arbeitsbereichs in der Form (5) endgiiltig festgelegt.

5. Anwendungen

Mit der vorgeschlagenen Methode konnen sofort zwei Anwendungen vorgeschlagen werden (die jedoch noch nicht programmiert wurden).

Da die Grenze als (5) bekannt ist, ist es zundchst moglich, das entgegengesetzte Problem an der Grenze zu 16sen: einen Punkt M Von der an der Grenze
angegebenen Ebene kénnen wir die Werte aller Winkel bestimmen (6, ... ,6,) wie M = &,(6;,...,6,). In diesem Zusammenhang sei angemerkt, dass unsere
Methode es ermdglicht, fiir jeden Bogen eines Randkreises eine in (5) angegebene Konfiguration vorzuschlagen, die es ermoglicht, den betreffenden Kreisbogen zu
beschreiben. Es gibt Fille, in denen mehrere gegebene Konfigurationen es ermoglichen, denselben Teil des Kreisbogens zu beschreiben, wodurch das
entgegengesetzte Problem mit mehreren moglichen Losungen entsteht. Betrachten Sie zum Beispiel das System mit einer Anzahl von Freiheitsgraden gleichp = 2
und deren Werte gegeben sind durch

1=(0.30,0.15) (m),
6~ = (~120,-30) ("),
6" =(0,30) (°).
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Abbildung 5. Simulationen fiir p = 2. Sy ist blau gezeichnet und Stist griin gezeichnet. Das berechnete Innere des Arbeitsbereichs ist gelb gezeichnet.
Fiir Schritt 1 erhalten wir 7 Kreisbogen.

Siehe Abbildung 5. Es gibt zwei mogliche Konfigurationen, um einen Teil des Kreises mit dem Ursprungszentrum zu beschreiben, der dem Teil des Randes
entspricht, der dem Ursprung am nichsten liegt.

Eine andere Anwendung ist ein einfaches Kriterium, um festzustellen, ob sich ein bestimmter Punkt in der Ebene im Arbeitsbereich befindet oder nicht. Es ist
klar, dass wir dank der Daten von (5) wissen konnen, ob sich ein Punkt an der Grenze befindet oder nicht. Angenommen, es liegt nicht an der Grenze. Wenn es
auflerhalb des Kreises des zentralen Ursprungs und des Radius den grofiten Abstand vom Ursprung zur Grenze hat, wird es sicherlich aulerhalb sein. Schlieflich
erhalten wir durch methodisches und erschopfendes Zahlen der Anzahl der Schnittpunkte eines gegebenen Liniensegments mit einer Menge von Kreisen, die durch
(5) gegeben sind, und durch Beriicksichtigen der Paritdt der erhaltenen Zahl ein einfaches Mittel, um zu wissen, ob die Punkt ist aulerhalb oder innerhalb eines
Arbeitsbereichs.

6. Implementierung

Die verwendeten Algorithmen wurden unter Matlab ® analytisch implementiert, jedoch ohne symbolische Berechnung. In diesem Schritt wurde daher die
numerische Berechnung von Matlab verwendet. Wihrend der Schritte 0 bis 2 war es im Wesentlichen notwendig, Winkel wihrend des Ubergangs von kartesischen
Koordinaten zu Polarkoordinaten zu bestimmen. Einzelheiten zum Algorithmus von Schritt 0 finden Sie in [3]. Dariiber hinaus war es in den Schritten 1 und 2
erforderlich, die Nichtigkeit oder das Vorzeichen ungleich Null bestimmter GroBen zu testen, was aufgrund der Rundung der Berechnungen notwendigerweise in
ungeféhrer Weise erfolgt. Wir haben daher einen Parameter gewéhlte > 0 und ersetzt zum Beispiel Typgleichungen X = 0 von | X| < e. Genauer gesagt haben wir
uns fiir Schritt 1 entschieden e = 1.0 1012 und fiir Schritt 2: ¢ = 1.0 10 *3die in einigen Fallen 100- oder 1000-mal grofer genommen werden musste, wobei p
grofer ist.

Bei der Roboterkonstruktion ist es manchmal wichtig, explizite geometrische Merkmale der Grenzen von Arbeitsbereichen zu haben. Wir konnen daher in diesem
Fall die symbolische Berechnung von Matlab verwenden. Beim Ubergang von kartesischen Koordinaten zu Polarkoordinaten verwenden unsere Codes Matlab-
Funktionen cart2pol und atan2, die keine symbolischen Typen unterstiitzen. Allerdings sind die Funktionen acos und asin unterstiitzen sie und es wire daher



moglich, Polarkoordinaten symbolisch zu bestimmen, sofern die Lingen und Winkel selbst in symbolische umgewandelt werden. In diesem Fall kénnte man
natiirlich die Nichtigkeit und die Vorzeichen von Mengen, die auf symbolische Weise definiert sind, streng testen.

7. Numerische Simulationen

Wie in [3] betrachten wir fiir die numerische Simulation ein Objekt mit einer Hohe von 1,80 m. Die Léngen der oberen Extremitét wurden aus den
anthropometrischen Daten von [4] bestimmt. Die Langen der Segmente sind als Gréenverhéltnis angegeben (0,108, 0,146 bzw. 0,186 fiir Hand, Unterarm und Arm
fiir die rechte obere Extremitit). Die Winkel entsprechen dem Maximum und Minimum der Gelenke, entsprechend der horizontalen Abduktion / Adduktion der
Schulter (-60 ° / 120 °); Beugung / Streckung des Ellenbogens (0 °/ 130 °) und Abduktion / Adduktion des Handgelenks (-10 © /25 °). Siehe Abbildung 1, wop = 3
und O ist die Schulter, A; der Ellbogen, Ay das Handgelenk, das Segment 0A4; ist der Arm, A; A2, Unterarm und A2 A3Hand. Siehe Tabelle 1 und Abbildungen 2, 3
und 4.

Tabelle 1. Verwendete Parameter

Fall||p||[Segmentlénge / -grofe (0;)193, (@) (9;)151-51, ((*)/|Zahlen

ich |1]|0,440 -60 120 2
i [[2]|0,186; 0,254 -60; 0 120; 130 3
iii ||3](0,186; 0,146; 0,108  ||-60; 0; -10 120; 130; 25 ||4
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Abbildung 2. Simulationen fiir p = 1. Es gibt nur einen Kreisbogen (Smr) (in blau).
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Abbildung 3. Simulationen fiir p = 2. Sy ist griin gezeichnet. Die gescannte diskrete Oberfléche ist gelb dargestellt. Hier ergeben die drei Schritte die
gleichen Ergebnisse. Die Anzahl der erhaltenen Bogen betrégt 4.
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Schritt 2
Abbildung 4. Simulationen fiir p = 3. Sy ist rot gezeichnet und Sty ist griin gezeichnet. Der diskrete tiberstrichene Bereich und das berechnete Innere
des Arbeitsbereichs sind gelb gezeichnet. Die Anzahl der Bégen, die den Schritten 0,1 und 2 entsprechen, betrdgt jeweils 16, 11 und 8.

i. Fall i entspricht dem freien Arm, und der Unterarm und die Hand sind blockiert;
ii. Fall ii entspricht dem freien Arm und dem Unterarm, die Hand blockiert;
iii. Fall iii entspricht dem Arm, dem Unterarm und der freien Hand.

Tabelle 2. Geometrische Definition der
Kreisbogen in der Form (5).

Typ||©1(°) 0:2(°) |©s(°)
I |[—60,120] {0y |{or
T |[{120} [0, 130]|[{0}
I {120} {130} |[[0, 25]
11 |[[—60, 120] {130} |[{25}
I |[{—60} [0,130][[{25}
I |[{—60} {0} |[[10,25]
I |[—60, —55.1005][[{0}  [{—10}
T {60} 07 |[=10,0]

Wir geben in Tabelle 2 die Beschreibung von S = St U St U Strr in Form einer Vereinigung von Bégen (5) und den Intervallen ©; fiir ¢ € {1, 2, 3}Korrespondent
fiir den gesamten Fall iii. Jeder Satz ©; fiir ¢ € {1, 2, 3}ist entweder ein Singleton oder ein geschlossener Satz. Alle Winkel in dieser Anmerkung sind in Grad
angegeben.

Betrachten Sie nun ein (virtuelles) System mit einer Anzahl von Freiheitsgraden gleich p = 6 und deren Werte gegeben sind durch

1 = (0.20,0.20,0.15,0.35, 0.20, 0.20),
6~ = (—120, 120,30, —90, —45, —23),
6" = (60,170,30,91,23,24).

Siehe Abbildung 6.
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Schritt 1 (mit der Evolutionsseite von 4Ap) Schritt 2
Abbildung 6. Simulationen fiir p = 6. St ist blau gezeichnet, St ist rot gezeichnet und Sprist griin gezeichnet. Der diskrete {iberstrichene Bereich und

das berechnete Innere des Arbeitsbereichs sind gelb gezeichnet. Die Anzahl der Bogen, die den Schritten 0,1 und 2 entsprechen, betrdgt jeweils 506, 75
und 9.

An den Ecken wurden zufillige Drucke gemacht §*und die Lingen / . Die Anzahl p der Segmente wurde von 2 bis 12 variiert , indem 200 Berechnungen fiir
jeden Wert von p durchgefiihrt wurden . Die Berechnungen wurden auf einem Computer mit Windows 7 Professional und einem Intel (R) Core (TM) i5-6300HQ-
Prozessor mit 2,30 GHz (64 Bit) durchgefiihrt.

Wir hatten in [3] gezeigt, dass der Algorithmus von Schritt 0, dem léngsten, in war O(a?) wo aist echt. Eine lineare Regression auf dem Logarithmus der
Zeitberechnungen bestitigt dies: es gibt eine Korrelation gleich zu 0,9765 und ein Wert von a gleich zu 3,5289. Wenn sequenzielle Regression auf der Anzahl der
Bogen von Schritt 0, dies bestétigt auch diese Berechnungen: es gibt eine Korrelation gleich zu 0,9950 und einen Wert von einer gleich 2,7771. Fur Schritt 1 wird
eine Korrelation gleich 0,9356 und ein Wert gefunden a gleich zu 1,5190. Fiir Schritt 2 scheint sich die durchschnittliche Anzahl der Bégen mit p : for zu
stabilisieren p > bfinden wir eine Zahl nahe 11. Wir stellen auch fest, dass bis zu p = 4sind die Berechnungszeiten kiirzer als 0.1 s und das auf p = 695% der
Berechnungszeiten betragen weniger als 1,0 s.

logarithme décimal du temps de calouls

min o
quantie 3 5% Y
ar quantile a 05 % ; A
max H -
moyenna -
2- | —— regression linsaire |
donnses - ) /
.
ok
-
=
al . . . . . . . ,
2 a 4 5 [3 7 a F) 10 1 12

Abbildung 7. Logarithmus der Rechenzeit

Siehe Abbildung 7.

8. Einschrinkungen

In der Praxis wird nach den Angaben in der Literatur p iiberschreitet nicht 6, (entsprechend Rechenzeiten niedriger als 1.0s). Es scheint, dass bis p = 11sind die
Berechnungen von viel lingerer Dauer (im Durchschnitt weniger als 7.0 min.) Dariiber hinaus ist die Ausfithrungszeit enorm (im Durchschnitt gro3er als 50.9min.).
Unter Matlab, einer interpretierten Sprache, programmiert, konnen bestimmte Schleifen (die nicht parallelisiert werden konnen) langsam sein. Eine optimierte
Programmierung in einer kompilierten Sprache wiirde daher an Geschwindigkeit gewinnen.

In Abschnitt 4 haben wir die Schwierigkeiten beim Erkennen von Binnengrenzen erortert, die den Ursprung nicht enthalten. Systematische Abtasttechniken von
Graphen wiirden es ermdglichen, geschlossene Kurven zu erfassen, die innere Grenzen darstellen konnten, indem nach allen moglichen Reihen von Kreisbogen
unter den in Schritt 1 erfassten gesucht wird.

SchlieBlich ist die einzige mathematische Einschriankung, die eingehalten wird, die Einschrénkung (1). Fiir groere Werte von p als die im Beispiel angegebenen
konnen andere Einschrankungen auftreten : Es kann sich um das Segment handelnA; A; 11schneidet oder befindet sich zu nahe an einem anderen Segment, was
mechanisch nicht moglich ist. Wir konnten t{iberpriifen, dass dieser Fall bei kleinen Werten von p niemals auftritt . Die Beriicksichtigung dieser Einschriankung
scheint ein viel schwierigeres Problem zu sein!

9. Fazit

Wir haben die Grenze eines ebenen Arbeitsbereichs auf analytische und explizite Weise nur durch explizite Berechnungen von Winkeln, Skalarprodukten,
Schnittpunkten von Kreisbégen ohne Berechnung der Symbolik oder der Auflosung bestimmt Anzahl nichtlinearer Probleme. Intuitiver, da uns diese Methode, die
ausschlieBlich auf einfachen Berechnungen skalarer Produkte basiert, effizienter erscheint. Es wird weder eine symbolische Berechnung fiir die Berechnung des
Jacobi noch fiir die numerische Bestimmung des Matrixspektrums verwendet, das in Bezug auf Rechenressourcen und Rechenzeit sehr verbrauchsintensiv ist.

Eine natiirliche Erweiterung dieser Arbeit ist die Erweiterung in Dimension 3. Technischer sollte es moglich sein, sich auf natiirliche Weise zu erweitern, indem
beispielsweise die Winkel von Euler, die Rotationsmatrizen und die Matrizen erneut genommen werden (4, 4) homogen, genannt Denavit-Hartenberg [28,29] oder
mit den Empfehlungen von [30]. Die Bogen eines Kreises wiirden dann durch Teile von Flachen im Raum ersetzt, wie zum Beispiel Kugeln oder Tori. Die einfache
geometrische Idee der Ausrichtung von Schritt 0 sollte ebenso wie das Kriterium von Schritt 1 erhalten bleiben. Schritt 2 wire subtiler, da das Scannen der
Oberflachen in zwei Dimensionen erfolgen miisste.



Anhang A. Ergianzungen zur verwendeten Methode

Wir haben daher nur die diagonalen Terme von Celiminiert alle Teile von Kreisbogen, die eine ausreichende Bedingung erfiillen, was zu (13) fiihrt. Die
verbleibenden verifizieren jedoch nicht unbedingt die Negation von (13), die geschrieben steht:

Jeo € {~1,1}, 3ag € R%, Vh e R, vérifiant (7) (e TheFet0<|h]| < ag) — eop(h) > 0. (A1)
In diesem Fall A,(© + h) entwickelt sich auf der gleichen Seite des Bogens C,,.

¢ Im Gegensatz zur Literatur und daher einfacher besteht eine erste Wahl darin, mit diesen Berechnungen zufrieden zu sein: Man nimmt also an, dass die
iiberpriift werden

diagonales lokales Kriterium : definiert durch (16), wobei das Vorzeichen konstant ist, gleich g.
(A2)

In diesem Fall ist (A.1) nur wahr, wenn h hat nur eine Nicht-Null-Komponente. Die erhaltenen Teile von Kreisbogen haben daher kein Zeichen von p(h) lokal
garantiert. Wir werden fiir Schritt 2 (Abschnitt 4) sehen, dass wir von einem garantierten Bogen ausgehen, dh wir sind sicher, dass (A.1) verifiziert ist.
Allméhlich jedes lokale Zeichen von p(h) wird dann unbedingt garantiert. Somit ist am Ende des Algorithmus fiir alle Teile der erhaltenen Bdgen eines
Kreises (A.1) wahr. Fiir diese Wahl war daher keine Berechnung von Rang, Spektrum und Berechnung in der Symbolik erforderlich.

« Eine zweite Wahl besteht nun darin, das lokale Zeichen von garantieren zu wollen p(h) entlang der erhaltenen Bdgen, wie es herkdmmlich gemacht wird.
Genau genommen bringt dies nicht viel, auler um a posteriori einige erhaltene Kreisbogen zu eliminieren, die nicht verifizieren wiirden (A.1). Wir werden
unten numerisch sehen, dass diese Bogen sehr wenige sind. Wir untersuchen dann die durch (9) definierte quadratische Form, die wir jedoch explizit und ohne
symbolische Berechnung bestimmen, wie dies normalerweise der Fall ist. AuBerdem muss nur der Teil definiert werden, der sich auf die Winkel bezieht, die
dem entsprechen B; null, enthilt die Fille, in denen die Punkte ausgerichtet sind. In der Tat, auch wenn es bedeutet, die Elemente von neu zu ordnen(a‘j)IS j<p>

J#i
B und von Ckénnen wir ohne Verlust der Allgemeinheit annehmen, dass es gibt g € {0,...,p — 1} mit
Vke{l,...,q}, Br=0, (A.3a)
Vke{qg+1,...,p—1}, Bp#0. (A.3b)
. R - . Hi D & .
Wir zersetzen uns dann h, B und C' in Blocken mit dieser Partition: h = 2w, ) B=(0 B),C= te F) Wir haben
2
p—1
plh) = "HaDH +e0 3 (02iB; + o(1))Ihy) + o ]]*)-
j=g+1
Unter Berticksichtigung von (16) und (A.4) ist daher eine notwendige und ausreichende Bedingung fiir (A.1)
Jag € R%, VH; € RY, vérifiant (6) et (7), (0 < |H1| < ao = eo'H1DH1 > 0). (A.5)
Umgekehrt ist eine ausreichende (aber nicht mehr notwendige) Bedingung fiir (13):
Jag € R%, VH1,H'1 € RY, vérifiant (6) et (7) (0 < |H1| < aget 0 < ||H]| < ao) = (“H1DHa1) (‘H'1DH'1) < 0. (A.6)

Wir werden daher veranlasst, wie in der Literatur die folgende zweite Wahl zu treffen:

Gesamtes lokales Kriterium : definiert durch (A.5) oder (A.6).
(A7)

Es ist daher notwendig, das Vorzeichen einer quadratischen Form zu untersuchen, indem das Spektrum der zugehorigen Matrix klassisch untersucht wird. Wir
beschrianken uns jedoch auf die Komponenten, die den ausgerichteten Punkten entsprechen (einschlieBlich der Fille, in denen die entsprechenden Winkel frei
sind). Wir konnen die Koeffizienten von explizit bestimmen D, nur nach den Absténden zwischen den Punkten Ay, ohne die symbolische Berechnung zu
durchlaufen, wie im folgenden Lemma gezeigt:

Lemma A.1 (Ausdruck nichtdiagonaler Terme von D (entsprechend den Bedingungen B, null) Fiir j, j' in {1,...,q} mit j < j', die Punkte A;_1, A;_1,
Ajy_q und A, ausgerichtet sind und wir haben

Dy = A; 1A, Ay A, — A A, Ay A,

Es gibt einfache ausreichende Bedingungen, die hier nicht zum Ausdruck gebracht werden D, ohne sein Spektrum zu durchlaufen, die sicherstellen, dass (A.5)
oder (A.6) verifiziert wird. In diesem Fall haben alle Kreisbogen ein garantiertes Vorzeichen. Als letztes Mittel, wenn keiner von ihnen verifiziert wird, dann
wie in der Literatur das Spektrum von D. Wir werden numerisch sehen, dass diese Fille sehr selten sind
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